Article 2
Y a-t-il plus d’un moins ?

Au fil de son parcours scolaire, ’éleve rencontre différents usages du symbole
« — ». Il suffit pour s’en convaincre de constater que ce symbole recouvre
des significations sensiblement différentes dans des expressions comme « 5 —
2», « =2+ 5» et « —a». L’éleve qui n’est pas conscient de ces différentes
significations peut par exemple rencontrer des difficultés a concevoir que
« —a » ne désigne pas nécessairement un nombre négatif.

Cet article vise a dégager certaines des significations que peut recouvrir le
symbole « — », a montrer que cette polysémie peut étre la source de difficultés
didactiques et a proposer quelques pistes permettant d’y remédier.

2.1 Polysémie du symbole « — »

Les recherches menées en didactique des mathématiques tendent a distinguer
trois significations du symbole moins : le moins de soustraction, le moins de
symétrie et le moins indiquant le caractére négatif d’un nombre [Vlassis,
2004 ; Lamb et al., 2012].

Définition 1 (MOINS DE SOUSTRACTION) Le symbole « — » désigne I'opé-
ration qui & un couple de nombres associe leur différence. Ce symbole de
fonction binaire (qui admet deux arguments) est noté de fagon infixe (c’est-
a-dire qu’il se place entre les arguments). Ainsi, si « F; » et « Ey » sont des
expressions qui désignent des nombres, I'expression « F; — Fy » désigne le
résultat de la soustraction du second nombre au premier.

Définition 2 (MOINS DE SYMETRIE) Le symbole « — » désigne 'opération
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qui a un nombre associe son opposé. Ce symbole de fonction unaire (qui
admet un unique argument) est noté de fagon préfixe (c’est-a-dire qu'il se
place devant I'argument). Ainsi, si « £ » est une expression qui désigne un
nombre, 'expression « —FE » désigne 'opposé de ce nombre.

Définition 3 (ENTIER NEGATIF) Le symbole « — » préfixé & une expression
numérique ! désigne un nombre entier négatif. La combinaison de ce symbole
et d’une expression numérique forme un unique symbole de constante. Ainsi,
si « E » est une expression numérique qui désigne le n-ieme nombre entier
supérieur a zéro, I’expression « —FE » désigne le n-ieme nombre entier inférieur
a zéro.

Remarque Lorsqu’il indique le caractere négatif d'un nombre entier, le sym-
bole « — » posseéde un statut structurel [Sfard, 1991]. Autrement dit, il ne
peut étre dissocié de 'expression qu’il précede et dont il fait partie intégrante.
Aussi, il ne doit pas étre confondu avec un symbole d’opération [Herbiet,
1935 ; Glaeser, 1981].

Afin d’illustrer ces différentes interprétations du symbole moins, analysons
I’expression ci-dessous.

« —(=3—-2)»

Cette expression peut étre interprétée comme ['opposé de la différence du
nombre entier négatif (désigné par) « —3 » et du nombre (désigné par) « 2 ».
Selon cette interprétation, chacune des apparitions du symbole « — » dans
I’expression qui précede possede une signification différente des deux autres.

¢ La premiere occurrence est un symbole de fonction unaire qui désigne
l'opération consistant a associer a un nombre son opposé (cf. Défini-
tion 2).

¢ La seconde occurrence suivie du symbole « 3 » forme un unique sym-
bole de constante qui désigne le troisieme nombre entier inférieur a
zéro (cf. Définition 3).

¢ La troisieme occurrence est un symbole de fonction binaire qui désigne
I'opération consistant a associer a un couple de nombres leur différence
(cf. Définition 1).

1. Une expression numérique est ici définie comme une suite finie non vide de chiffres,
ne commengcant pas par « 0 » si elle contient plusieurs chiffres. En ce sens, les expressions
«3-2%», «3%» et «a» ne sont pas des expressions numériques.
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2.2 Difficultés didactiques

Les difficultés liées a 'apprentissage des différents usages du symbole « — »
sont nombreuses et enchevétrées. L’objet de cette sous-section est d’en pro-
poser une classification a partir de certaines études réalisées en didactique
des mathématiques [Vlassis, 2004, 2008]. Nous distinguons trois catégories
de difficultés conceptuellement hiérarchisées (cf. Figure 2.1).

2.2.1 La notation et la portée d’une occurrence du
symbole « — »

La premiere catégorie de difficultés concerne 'identification de la structure
d’une expression algébrique. Ces difficultés ont trait exclusivement a la syn-
taxe de la langue mathématique et sont antérieures a 'interprétation séman-
tique des symboles qui la composent. En principe, la structure syntaxique
d’une expression algébrique peut étre déterminée de fagcon univoque au moyen
des parentheses et des regles d’écriture gouvernant les symboles d’opération.

De ce point de vue, il existe seulement deux notations du symbole « — »;
I'une est infixe (cf. Définition 1) et Pautre est préfixe (cf. Définitions 2 et 3).
En plus d’identifier les occurrences infixes et préfixes du symbole « — »,
I’éleve doit étre capable d’identifier les expressions sur lesquelles portent ces
occurrences.

Exemple (LA NOTATION INFIXE DU SYMBOLE « — ») Dans ’expression
« 7—3-5», quelles sont les expressions sur lesquelles porte 'occurrence du
symbole « — » 7 Deux découpages syntaxiques sont a priori envisageables.
L’un, qui est conforme aux regles d’écriture, revient a assimiler I’expression
considérée a « 7 — (3-5) » et 'autre, qui les transgresse, revient a assimiler
cette expression a « (7—3)-5 ». Dans le premier cas, I'occurrence du symbole
moins porte sur « 7 » et « 3-5 » alors que, dans le second cas, elle porte sur
«7»et«3n.

Exemple (LA NOTATION PREFIXE DU SYMBOLE « — ») Quelle est expres-
sion sur laquelle porte 'occurrence du symbole « — » figurant dans « —3% » ?
Sans tenir compte des regles d’écriture, deux structures syntaxiques peuvent
étre associées a cette expression. L'une, qui est correcte, est semblable a celle
de Dexpression « —(3?) ». L’autre, qui est erronée, est semblable a celle de
¢ (—=3)? ». Dans le premier cas, I'occurrence du symbole moins porte sur « 3% »
alors que, dans le second cas, elle porte sur « 3 ».
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2.2.2 L’interprétation d’une occurrence du symbole « — »

La structure d’une expression algébrique une fois identifiée, une seconde
source de difficultés concerne l'interprétation sémantique qu’il convient d’at-
tribuer aux apparitions du symbole « — ». Dans la mesure ou seul le moins de
soustraction est noté de facon infixe, la signification d’une occurrence utilisée
de la sorte ne pose pas de véritable probleme. Pour ce qui est d’une occur-
rence utilisée de fagon préfixe, la situation est plus délicate puisque deux
significations distinctes peuvent lui étre attribuées : le moins de symétrie et
le moins indiquant le caractere négatif d’'un nombre. Nous centrerons donc
notre propos sur ce dernier cas de figure.

Lorsque les nombres entiers sont introduits en premiere secondaire, les éleves
sont confrontés pour la premiere fois a une signification du symbole moins
autre que celle de la soustraction. En dehors de cette opération, ce symbole
est alors utilisé indifféremment pour désigner 'opposé d’un nombre naturel
ou indiquer son caractere négatif. Il faut bien souvent attendre ’apparition
d’expressions plus complexes (ou le symbole moins préceéde par exemple une
expression entre parentheéses ou une expression littérale) pour que le moins
utilisée de fagon préfixe soit employé dans un contexte plus large, ou les deux
significations qu’il peut recouvrir ne sont plus systématiquement interchan-
geables.

L’apparition tardive d’expressions plus élaborées peut induire chez I’éleve une
représentation mentale erronée ou le concept de nombre opposé est assimilé
a celui de nombre négatif [Duval, 1993]. Autrement dit, la signification du
moins de symétrie et du moins indiquant le caractere négatif d’un nombre
entier sont pour lui interchangeables. L’éleve devra donc apprendre a discri-
miner les contextes ou ces deux significations sont équivalentes et ceux ou
elles ne le sont pas. A cet égard, remarquons que toute occurrence du sym-
bole moins indiquant le caractere négatif d’un nombre peut également étre
interprétée comme un moins de symétrie alors que la réciproque n’est pas
vraie.

Exemple (LE SYMBOLE « — » SUIVI D’UNE EXPRESSION LITTERALE OU
D’UNE EXPRESSION ENTRE PARENTHESES) Nombreux sont les éléves qui
rencontrent des difficultés a concevoir que « —(5 — 7) » désigne un nombre
positif et que I'expression « a < —a » est vraie pour certaines valeurs de a
dans les entiers.
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2.2.3 Les relations entre les significations du symbole
« —»

Dégager la structure syntaxique d’'une expression algébrique et assigner une
signification adéquate aux occurrences du symbole « — » qui y figurent ne
suffisent pas a transformer une expression en une autre qui lui est égale. Pour
cela, il est en outre nécessaire de maitriser les relations que ces significations
entretiennent entre elles et avec les autres opérations.

A titre d’exemple, examinons une résolution d’équation ot les trois significa-
tions du symbole moins apparaissent [Lamb et al., 2012] :

6—r=9 & —=z=3 <& xr=-3

Nous constatons alors que les occurrences du symbole moins figurant dans
ces équivalences logiques sont successivement un moins de soustraction, un
moins de symétrie et un moins pouvant étre congu a la fois comme un moins
de symétrie et comme indiquant le caractere négatif d’'un nombre.

Montrer que 6 — x = 9 si et seulement si —x = 3 permet d’expliciter les
relations entre le moins de soustraction et le moins de symétrie. I1 est possible
de déduire cette équivalence en utilisant entre autres le fait que, pour tout a
et pour tout b, a —b=a+ (=b) et a + (—a) = 0.

D’autre part, montrer que —x = 3 si et seulement si x = —3 permet d’explici-
ter les relations entre le moins de symétrie et le moins indiquant le caractere
négatif d’'un nombre. Il est possible de déduire cette équivalence a partir du
fait que, pour tout a, —(—a) = a.

2.3 Eléments de diagnostic et suggestions di-
dactiques

Dans le but d’objectiver les difficultés didactiques évoquées précédemment,
nous proposons a titre d’exemple les exercices qui suivent. Il appartient na-
turellement a ’enseignant d’adapter ces questions au public visé, ainsi que
de choisir les modalités de leur mise en application.

Conjointement a ce diagnostic, nous suggérons qu’une place primordiale soit
accordée a des moments de discussion, entre pairs comme avec ’enseignant,
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Syntaxe Une occurence Difficultés didactiques
du symbole « —» catégorie n°1

(i) notation cgor!
(ii) portée (i) catégorie n°2
catégorie n°3
«—» est infixe «—» est préfixe
(i)
«—» ne porte pas sur «—» porte sur
une expression numérique une expression numerique
Sémantique —
Moins de soustraction Moins de symétrie Entier négatif
(cf. Définition 1) (cf. Définition 2) (cf. Définition 3)

W

FIGURE 2.1 — Schéma récapitulatif

dans un but de sensibilisation et non de théorisation.

Du point de vue didactique, I'ordre des questions posées fait écho aux niveaux
taxonomiques de B. Bloom [1956]. Leur positionnement précis au sein de
cette hiérarchie dépasse largement le cadre de cet article, les limites des
niveaux taxonomiques étant elles-mémes sujettes a discussion. Néanmoins,
I'ordonnancement effectué ici nous assure d’inviter les éleves a un travail
progressif, depuis les taches cognitivement les plus simples jusqu’aux plus
complexes.

Tableau

Le tableau suivant regroupe dix expressions mathématiques dans les-
quelles apparait le symbole « — ».

A B C D E F

3 [3-2]2-3|—-2+3|—(2+3)|—2-3

G H I J K L
(—2)-3| =32 | (=3)2| 2-32| (2-32 | —a
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Question 1 — Niveau 1 : connaissance

Au sein de ces expressions, entoure chaque élément sur lequel porte
le symbole « — ».

Cette premiere question a trait aux difficultés qui concernent la portée
du symbole « — » (sous-section 2.2.1). Une discussion peut étre menée en
invitant les éléves a comparer des expressions telles que D et E, et a évoquer
ainsi 'importance de leur structure.

Question 2 — Niveau 2 : compréhension (interprétation)

Sans calculer, identifie et liste les expressions du tableau. ..
o ou le « — » représente 'opération de soustraction ;
o ou le « — » représente 'opération qui donne 'opposé d’un nombre ;
o ol le « — » est le signe d’'un nombre négatif.

Ici, 'enseignant a 1'occasion de vérifier I'interprétation du symbole « — »
(sous-section 2.2.2) et de discuter des cas moins évidents comme 1’expres-
sion A. Il apparait important d’insister sur la nécessité de n’effectuer aucun
calcul. C’est bien la signification du « — » dans chaque expression qui doit
étre analysée, et pas le caractere négatif ou positif du résultat d’un éventuel
calcul.

Question 3 — Niveau 2 : compréhension (traduction)

o Traduis chaque expression du tableau en francais correct. Utilise
des mots comme : opposé, somme, différence, produit, carré.

¢ Au vu de cette traduction, compare tes réponses a celles des ques-
tions 1 et 2. Apportes-y des modifications si nécessaire.

Cet exercice regroupe les considérations des questions 1 et 2. On aura ainsi
I'opportunité de mettre en lumiere 'apport d’une bonne traduction francaise
a la levée de certaines ambiguités de structure. La comparaison de traductions
d’expressions, comme celles de H et de I, peut ainsi permettre de mieux
identifier le sens accordé au « — » en leur sein.
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Question 4 — Niveau 4 : analyse

o Certains éléments du tableau apparaissent-ils dans plusieurs listes
de la question 27 Si oui, explique pourquoi.

¢ Sans calculer, peux-tu transformer les expressions A, D et H en
différence ? Si oui, explique comment et pourquoi.

On touche ici aux relations qu’entretiennent les différentes signifi-
cations du symbole « — » (sous-section 2.2.3). L’expression A peut étre
interprétée a la fois comme un nombre négatif et 'opposé d’'un nombre ; on
peut évoquer cette relation et comparer de tels cas a celui de 'expression L.

Avec la réécriture possible d’expressions sous la forme d’une différence, la
question de I'interchangeabilité du sens accordé au symbole « — » ne se limite
plus aux significations du moins préfixe, mais s’étend aux relations infixe-
préfixe.

Outre le diagnostic de difficultés liées a de mauvaises interprétations du sym-
bole « — », il est sans doute important de faire sentir aux éléves que la coexis-
tence de ces interprétations, et le passage possible de I'une a 'autre, relévent
de la réalité mathématique, et non de 'application d’une quelconque astuce
arbitraire, vide de sens.
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